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CAPITULATION DES 2-CLASSES D’IDE´AUX DE
k = Q(
√
2p, i)
ABDELMALEK AZIZI† AND MOHAMMED TAOUS
Abstract. Let p be a prime number such that p ≡ 1 mod 8 and i =√−1. Let k = Q(√2p, i), k(2)1 be the Hilbert 2-class field of k, k(2)2 be
the Hilbert 2-class field of k
(2)
1 and G = Gal(k
(2)
2 /k) be the Galois group
of k
(2)
2 /k. Suppose that the 2-part, Ck,2, of the class group of k is of type
(2, 4); then k
(2)
1 contains six extensions Ki,j/k, i = 1, 2, 3 and j = 2, 4.
Our goal is to study the problem of the capitulation of 2-ideal classes of
Ki,j and to determine the structure of G.
Re´sume´. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8 et i = √−1.
Soient k = Q(
√
2p, i), k
(2)
1 le 2-corps de classes de Hilbert de k, k
(2)
2 le
2-corps de classes de Hilbert de k
(2)
1 et G = Gal(k
(2)
2 /k) le groupe de
Galois de k
(2)
2 /k. Supposons que la 2-partie, Ck,2, du groupe de classes de
k est de type (2, 4) ; alors k
(2)
1 contient six extensions Ki,j/k, i = 1, 2, 3
et j = 2, 4. On s’inte´resse au proble`me de capitulation des 2-classes de k
dans Ki,j et a` de´terminer la structure de G.
1. Introduction
Soient k un corps de nombres de degre´ fini sur Q, p un nombre premier,
Ck le groupe de classes de k et Ck,p le p-groupe de classes de k. On note
k
(1)
p le p-corps de classes de Hilbert de k au sens large. Soit k
(n)
p (pour n un
entier naturel) la suite de p-corps de classes de Hilbert de´finie par : k
(0)
p = k
et k
(n+1)
p = (k
(n)
p )
(1)
p . Alors on a
k(0)p ⊆ k(1)p ⊆ .... ⊆ k(n)p ⊆ ...
Cette suite est appele´e la tour des p-corps de classes de Hilbert de k, on
sait qu’elle est finie si et seulement s’il existe une p-extension finie E de k telle
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que le p-nombre de classes (la p-partie du nombre de classes) de E est e´gale
a` 1. Mais cette caracte´risation ne permet pas d’obtenir une proce´dure pour
dire que cette suite s’arreˆte ou non, cependant, il est connu par un re´sultat
de groupes de Taussky ([Ta-37]) que si C
k
(1)
p ,p
est cyclique alors C
k
(2)
p ,p
est
trivial, ce qui implique que k
(2)
p = k
(3)
p . Or, si p = 2 et Ck,p est de type (2, 4),
alors d’apre`s un autre re´sultat de groupes de Blackburn ([Bl-58]), on a que
le rang de C
k
(1)
p ,p
≤ 3.
L’objet de ce travail est l’e´tude du proble`me de la tour pour le corps k =
Q(
√
2p, i), dont le 2-groupe de classes est de type (2, 4). Nous de´terminons
aussi les 2-classes de Ck qui capitulent dans les sous-extensions propres de
k
(1)
2 /k, ce qui nous permet de trouver une repre´sentation de G = Gal(k
(2)
2 /k)
groupe de Galois de k
(2)
2 /k, lorsque k
(1)
2 6= k(2)2 . Notre the´ore`me principal est
le suivant :
The´ore`me principal. Soit k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel
que p ≡ 1 mod 8 et (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1. Alors il existe deux entiers e, f ∈ N
tels que p = e2 +16f 2. Soient π1 = e+4fi, π2 = e− 4fi, 2n le 2-nombre de
classes de Q(
√−p), H1, H2 et H les ide´aux premiers au-dessus de π1, π2 et
1 + i dans k. Alors
(1) Les ide´aux H, H1 et H2 repre´sente la meˆme classe dans k.
(2) G = Gal(k
(2)
2 /k) = 〈a, b〉 est un groupe me´tacyclique non-modulaire
ou` a2
n
= b4 = 1 et b−1ab = a−1+k2
n−1
avec k un nombre impair.
(3) Seules la classe de H et son carre´ capitulent dans chacune des trois
extensions quadratiques non ramifie´es de k.
(4) Les huit classes de Ck,2 capitulent dans les trois extensions abe´liennes
non ramifie´es de degre´ 4 de k.
Dans ce qui va suivre, on adoptera les notations et les conventions sui-
vantes : p un nombre premier, si p ≡ 1 mod 8, rappelons que le symbole (2
p
)4
(biquadratique rationnel) est e´gal a` 1 ou -1, suivant que 2
p−1
4 ≡ ±1 mod p.
Le symbole (p
2
)4 est e´gal a` (−1) p−18 . On de´signe par h(F ) le 2-nombre de
classes d’un corps de nombres F . Rappelons aussi que D3 (resp. Q3) est le
groupe die´dral (resp. des quaternions) d’ordre 23.
2. Re´sultats pre´liminaires
Ce paragraphe est re´serve´ a` certains re´sultats utiles dans le reste de l’ar-
ticle. Les deux premiers re´sultats suivants concernant des cas particuliers
des extensions non ramifie´es.
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The´ore`me 1 ([Hi]). Soient K/k une extension quadratique et µ un nombre
de k premier avec 2 tel que K = k(
√
µ). L’extension deK/k est non ramifie´e,
aux premiers finis de k si et seulement si µ ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
• L’ide´al principal engendre´ par µ est le carre´ d’un ide´al (fractionnaire)
de k.
• Il existe un nombre non nul ξ ∈ k ve´rifiant µ ≡ ξ2 mod 4 (il s’agit
d’une congruence (multiplicative) dans k, modulo le sous-groupe des
nombres de la forme 1 + 4 r
s
avec r et s entiers de k tel que s soit
premier avec 2).
Proposition 1 ([R-R-33]). Soit K/F une extension quadratique telle que le
nombre de classes de F est un nombre impair. Si K admet une extension non
ramifie´e cyclique R d’ordre 4, alors R/F est normale et Gal(R/F ) ≃ D3.
On aura besoin aussi de certains re´sultats sur les symboles quadratiques
bien connus, notamment ceux de Hilbert
(
a, b
P
)
et les symboles des restes qua-
dratiques [ aP ]. (pour plus de de´tails, voir [Gr-73] et [Za-99]). Explicitement
la valeur du symbole de Hilbert est donne´ dans un cas particulier par :
Proposition 2 ([Se-70]). Soient K un corps de nombres de degre´ n tel que
son anneau des entiers est principal, a = lvl(a)u et b = lvl(b)v deux e´le´ments
de K ou` (l) est un ide´al premier de K au-dessus d’un nombre premier p tel
que p− 1 ≥ n et vl est la valuation l-adique. Alors(
a, b
(l)
)
=
[−1
(l)
]vl(a)vl(b) [ u
(l)
]vl(b) [ v
(l)
]vl(a)
.
Le re´sultat suivant c’est la formule de Kuroda
Proposition 3 ([Lm-94]). Soient K/k une extension normale dont le groupe
de Galois est de type (2, 2), et kj (j = 1, 2, 3) ses trois sous-extensions
quadratiques. Alors
h(K) = 2d−κ−2−vq(K)h(k1)h(k2)h(k3)/h(k)
2,
ou` q(K) = (EK : Ek1Ek2Ek3) l’indice des unite´s de K/k, d le nombre des
premiers infinis de k qui sont ramifie´s dans K, κ est le Z-rang de groupe
des unite´s Ek de k et v = 1 ou 0 suivant que K ⊆ k(
√
Ek) ou non.
Dans la suite on va rappeler des re´sultats concernant la the´orie des groupes
qui se re´ve´lerons tre`s utiles dans la suite de ce travail.
De´finition 1. On dit qu’un groupe fini G est me´tacyclique s’il posse`de un
sous groupe cyclique normal H tel que le quotient G/H est cyclique.
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The´ore`me 2 ([Hu-67]). Soit p un nombre premier, un p-groupe me´tacyclique
d’ordre pN peut eˆtre repre´senter par
G = 〈a, b : apn = 1, bpm = ai, b−1ab = aq〉
avec les conditions suivantes :
(i) n+m = N ,
(ii) qp
m ≡ 1 mod pn,
(iii) i(q − 1) ≡ 0 mod pn.
Remarquons que les groupes me´tacycliques abe´liens sont les groupes cy-
cliques ou les groupes abe´liens de rang 2, alors on suppose dans toute la
suite qu’un groupe me´tacyclique est non abe´lien.
Remarque 1. Soit G un groupe me´tacyclique, alors le groupe des commu-
tateurs G′ est cyclique.
De´monstration. Comme G est un groupe me´tacyclique, alors il existe un
sous groupe normal H de G tel que G/H est cyclique, donc abe´lien, par
suite G′ ⊂ N , ce qui montre que G′ est cyclique. 
De´finition 2. Le groupe modulaire c’est un groupe G d’ordre 2n (n > 3)
me´tacyclique tel que G/G′ ≃ (2, 2n−2). En particulier G′ est d’ordre deux.
Proposition 4 ([?]). Soient G un 2-groupe me´tacyclique non-modulaire et
G′ le groupe des commutateurs de G. Si le groupe G/G′ est de type (2, 2m)
avec m > 1 et G = 〈a, b〉 tel que a2 ≡ b2m mod G′. Alors G′ = 〈a2〉 et G
est de l’un des types suivants :
Type 1: a2
α
= 1, b2
m
= 1, b−1ab = a−1, α > 1 ;
Type 2: a2
α
= 1, b2
m
= a2
α−1
, b−1ab = a−1, α > 1 ;
Type 3: a2
α
= 1, b2
m
= 1, b−1ab = a−1+k2
s
, 1 < s < α, k impair ;
Type 4: a2
α
= 1, b2
m
= a2
α−1
, b−1ab = a−1+k2
s
, 1 < s < α, k impair.
Soient k un corps de nombres dont le 2-groupe de classes est de type (2, 4)
et G = Gal(k
(2)
2 /k), alors G/G
′ est de type (2, 4), donc G = 〈a, b〉 tel que
a2 ≡ b4 ≡ 1 mod G′ (The´ore`me de la base de Burnside) et Ck,2 = 〈τ, σ〉 ≃
〈aG′, bG′〉 ou` (τ, k(2)2 /k) = aG′ et (σ, k(2)2 /k) = bG′ avec (. , k(2)2 /k) est le
symbole d’Artin dans k
(2)
2 /k. Par suite, il existe trois sous-groupes de G
d’indice 2 : H1,2, H2,2 et H3,2 tels que
H1,2 = 〈b, G′〉, H2,2 = 〈ab,G′〉 et H3,2 = 〈a, b2, G′〉 .
Il existe aussi trois sous-groupes de G d’indice 4 : H1,4, H2,4 et H3,4 tels que
H1,4 = 〈a,G′〉, H2,4 = 〈ab2, G′〉 et H3,4 = 〈b2, G′〉 .
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Soient H un sous-groupe de G d’indice 2 ou 4, K un sous-corps de k
(2)
2 /k
laisse´ fixe par H et j = jk→K l’application de Ck,2 vers CK,2, qui fait corres-
pondre a` la classe d’un ide´al I de k la classe de l’ide´al engendre´ par I dans
K. Artin a prouve´ que
Proposition 5 ([Mi-89]). Il existe un homomorphisme de groupe VG→H de
G/G′ vers H/H ′ appele´ le transfer de G vers H tel que le diagramme suivant
est commutatif
Ck,2
j−−−→ CK,2
(. ,k
(2)
2 /k)
y y(. ,K(2)2 /K)
G/G′
VG→H−−−−→ H/H ′
ou` les fle`ches verticales sont des isomorphismes donne´s par la loi de re´ciprocite´
d’Artin et (. , k
(2)
2 /k) (resp. (. , K
(2)
2 /K)) est le symbole d’Artin dans k
(2)
2 /k
(resp. K
(2)
2 /K).
Comme les Hr,s sont des sous-groupes normaux de G = Gal(k
(2)
2 /k), nous
utilisons la Proposition suivante ([Mi-89]) pour trouver les classes de k qui
capitulent dans les extensions Kr,s (Kr,s est le sous-corps de k
(2)
2 laisse´ fixe
par Hr,s).
Proposition 6. Soit H un sous groupe normal d’un groupe G. Pour g ∈ G,
on pose f = [〈g〉.H : H ] et soit {x1, x2, ...., xt} un ensemble de repre´sentants
de G/〈g〉H ; alors on a
VG→H(gG
′) =
t∏
i=1
x−1i g
fxi.H
′.
On finit par un re´sultat concernant le 2-groupe de classes des corps de
nombres de type (2n, 2m) ou` n et m sont deux entiers strictement positifs.
Proposition 7 ([Be-Le-Sn-98]). Soient k un corps de nombres dont le 2-
groupe de classes est de type (2n, 2m) ou` n et m sont deux entiers strictement
positifs, et k
(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de k. S’il existe une extension
quadratique non ramifie´e de k dont le 2-nombre de classes est e´gale a` 2n+m−1,
alors le 2-nombre de classes des trois extensions quadratiques non ramifie´es
de k est e´gale a` 2n+m−1 et la suite des 2-corps de classes de Hilbert s’arreˆte
en k
(1)
2 .
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3. Capitulation dans le corps de genres de k
Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, k∗ le corps des genres de
k = Q(
√
2p, i), h(m) le 2-nombre de classes de Q(
√
m) et h(F ) le 2-nombre
de classes d’un corps de nombres F . Si F = Q(
√
d1,
√
d2) est un corps
biquadratique, QF de´signe l’indice du groupe engendre´ par les groupes des
unite´s de Q(
√
d1), Q(
√
d2) et Q(
√
d1d2) dans le groupe des unite´s de F . Si
d1 = d 6= 2, 3 et d2 = i, alors QF est l’indice de Hasse de K (voir page 14).
On sait d’apre`s [H-S-82] que le nombre de classes qui capitulent dans une
extension cyclique non ramifie´e M/N est e´gal a` [M : N ][EN : NM/N(EM)],
ou` EN (resp. EM) est le groupe des unite´s de N (resp. M), alors pour
calculer le nombre de classes qui capitulent dans k∗/k il faut chercher un
syste`me fondamental d’unite´s (SFU) de k∗. Comme k∗ = Q(
√
p,
√
2, i), on
va chercher un SFU de F = Q(
√
p,
√
2) afin de trouver un SFU de k∗ ( pour
plus de de´tail sur cette me´thode voir [Az-99]).
Lemme 1. Soient p, p′, q1, q2 et q des nombres premiers diffe´rents tels
que p ≡ p′ ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ −q mod 4, π ∈ {2, p′, q, 2q, q1q2} et F =
Q(
√
p,
√
π). Alors l’indice d’unite´s QF est e´gal a` 2.
De´monstration. D’apre`s [Wa-66], on a h(F) = QFh(p)h(pi)h(ppi)
4
. Or dans tous
les cas de π, on a h(π) = 1 et on a aussi h(p) = 1, alors h(F) = QFh(ppi)
4
. On
trouve dans [Az-Mo-01] que h(F) = h(ppi)
2
, ce qui prouve que QF = 2. 
The´ore`me 3. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, F =
Q(
√
p,
√
2), k∗ = F(
√−1) et ǫ1 (resp. ǫ2, ǫ3) l’unite´ fondamentale de Q(√p)
(resp. Q(
√
2), Q(
√
2p)). Alors
(i) {√ǫ1ǫ2ǫ3, ǫ2, ǫ3} est un SFU de F si et seulement si ǫ3 est de norme
−1.
(ii) {ǫ1, ǫ2,√ǫ3} est un SFU de F si et seulement si ǫ3 est de norme 1.
Dans les deux cas un SFU de F est un SFU de k∗.
De´monstration. Comme l’indice des unite´s de F est e´gal a` 2 et les deux
unite´s ǫ1 et ǫ2 sont de norme -1, alors {√ǫ1ǫ2ǫ3, ǫ2, ǫ3} ou {ǫ1, ǫ2,√ǫ3} est
un SFU de F suivant que ǫ3 est de norme -1 ou 1 ([Kub-56]). Si ǫ3 est
de norme -1, alors d’apre`s [Az-99] {√ǫ1ǫ2ǫ3, ǫ2, ǫ3} est un SFU de k∗ si
et seulement si il n’existe pas d’entiers α, β, γ ∈ {0, 1} et qui ne sont pas
tous nuls tels que (2 +
√
2)
√
ǫ1ǫ2ǫ3
αǫβ2ǫ
γ
3 est un carre´ dans F. Supposons
que (2 +
√
2)
√
ǫ1ǫ2ǫ3
αǫβ2 ǫ
γ
3 = X
2 avec X ∈ F et les conditions pre´ce´dentes.
Soit ̺ le Q-automorphisme de´fini par
√
2 7−→ −√2 et √p 7−→ √p, alors
(X̺(X))2 = 2ǫα1 (−1)β(−1)γ = 2ǫα1 (−1)β+γ = ±2ǫα1 , ce qui implique que 2
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est un carre´ dans Q(
√
p) ou bien 2ǫ1 est un carre´ dans Q(
√
p) et ce n’est pas
le cas. Si ǫ3 est de norme 1 on reprend la meˆme de´monstration, et on trouve
des contradictions. 
Remarque 2. Soient p un nombre premier impair, Qk l’indice d’unite´s de
k et ǫ l’unite´ fondamentale de Q(
√
2p). Alors ǫ est un carre´ dans Q(
√
p,
√
2)
si et seulement si Qk = 2 si et seulement si ǫ est de norme 1.
De´monstration. On trouve dans [Az-99] que Qk = 2 si et seulement si ǫ est
de norme 1 et d’apre`s [Az-00], on a Qk = 2 si et seulement si 2ǫ est un carre´
dans k. Alors pour obtenir la remarque il suffit d’observer que ǫ est un carre´
dans Q(
√
p,
√
2) si et seulement si 2ǫ est un carre´ dans k.

The´ore`me 4. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, k∗ = Q(√p,√2, i) le corps de genres de k, Ck,2 le 2-groupe
de classes de k au sens large et ǫ l’unite´ fondamentale de Q(
√
2p). Alors
Ck,2≃ (2n, 2m) (n > 0 et m > 1) et deux ou quatre classes de Ck,2 capitulent
dans k∗, suivant que ǫ est de norme −1 ou 1.
De´monstration. Comme p ≡ 1 mod 8, alors d’apre`s [Mc-Pa-Ra-95], le 2-
rang(Ck,2) = 2, donc Ck,2 est de type (2
n, 2m). On peut conclure facilement
que n ≥ 1 et m ≥ 2 (en utilisant la formule de Wada [Wa-66] et les re´sultats
de Kaplan [Ka-73]). Soit ǫ1 (resp. ǫ2, ǫ3) l’unite´ fondamentale de Q(
√
p)
(resp. Q(
√
2), Q(
√
2p)) et F = Q(
√
p,
√
2). D’apre`s le The´ore`me 3 et [Az-99],
on a les proprie´te´s suivantes :
• Si ǫ est de norme -1, alors Ek∗ = 〈ζ8,√ǫ1ǫ2ǫ3, ǫ2, ǫ3〉, ainsi Nk∗/k(Ek∗) =
〈i, ǫ3〉 = Ek.
• Si ǫ est de norme 1, alors Ek∗ = 〈ζ8, ǫ1, ǫ2,√ǫ3〉, ainsi Nk∗/k(Ek∗) =
〈i, ǫ3〉, or Ek = 〈i,
√
iǫ3〉.
Puisque le nombre de classes qui capitulent dans k∗/k est e´gal a` 2.[Ek :
Nk∗/k(Ek∗)], alors on a le re´sultat du The´ore`me.

4. Commutativite´ de G = Gal(k
(2)
2 /k)
Le The´ore`me suivant donne deux conditions ne´cessaires et suffisantes pour
que la tour des 2-corps de classes de Hilbert de k ne s’arreˆte pas en premier
terme, ces conditions conditions caracte´risent la Commutativite´ de G =
Gal(k
(2)
2 /k) le groupe de Galois de k
(2)
2 /k.
The´ore`me 5. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que p ≡ 1
mod 8, k
(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de k et k
(2)
2 le 2-corps de classes
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de Hilbert de k
(1)
2 . Alors on a
k
(1)
2 6= k(2)2 ⇔ p = x2 + 32y2 ⇔ (2p)4 = (p2)4
De´monstration. Comme k∗ = Q(
√
2,
√
p, i) est une extension de type (2, 2, 2)
sur Q, alors d’apre`s [Wa-66], on a
h(k∗) =
q(k∗/Q)
25
h(2)h(p)h(−1)h(−2)h(−p)h(2p)h(−2p).
De plus h(2) = h(p) = h(−1) = h(−2) = 1, et h(k) = h(2p)h(−2p)
2Qk
. Ce qui
implique que h(k∗) = q(k
∗/Q)h(−p)h(k)
24Qk
, ou` q(k∗/Q) = [Ek∗ : 〈i, ǫ1, ǫ2, ǫ3〉], avec
ǫ1 (resp. ǫ2, ǫ3) l’unite´ fondamentale de Q(
√
p) (resp. Q(
√
2), Q(
√
2p)). Dans
les deux cas de la norme de ǫ3, il est facile de voir que q(k
∗/Q) = 4. Par
suite, puisque k∗ est une extension non ramifie´e de k et le rang du 2-groupe
des classes de k est 2, donc k
(1)
2 = k
(2)
2 ⇔ h(k∗) = h(k)/2⇔ h(−p) = 2Qk,
c’est e´quivalent a` h(−p) = 4 et Qk = 2 ou h(−p) = 2 et Qk = 1. Or si
h(−p) = 4 on a Qk = 2 ([Sc-34]). D’autre part P. Barruccand et H. Cohn
ont montre´ dans [B-C-69] que h(−p) = 4 si et seulement si p 6= x2+32y2, on
de´duit alors que k
(1)
2 6= k(2)2 si et seulement si p = x2+32y2. Pour completer
la preuve du The´ore`me, on a besoin du Lemme suivant : 
Lemme 2. Soit p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8. Alors
p = x2 + 32y2 ⇔
(
2
p
)
4
=
(p
2
)
4
De´monstration. Comme p ≡ 1 mod 8, alors p = x2 + 2b2. D’apre`s [Ka-76],
on a (2
p
)4(
p
2
)4 = (−1) b2 , par suite p = x2 + 32y2 ⇔ b = 4y ⇔ (2p)4.(p2)4 =
1. 
Corollaire 1. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que p ≡ 1
mod 8 et Ck,2 le 2-groupe de classes au sens large de k. Si Ck,2 est de type
(2, 4), alors
k
(1)
2 6= k(2)2 ⇔
(
2
p
)
4
=
(p
2
)
4
= −1.
De´monstration. Comme Ck,2 est de type (2, 4), alors d’apre`s [Wa-66] le 2-
nombre de classe h(k) de k est donne´ par :
h(k) =
1
2
Qh(2p)h(−2p)
ou`Q = Qk de´signe l’indice des unite´s de k, selon [Ka-73] 4/h(2p) et 4/h(−2p)
ou 2/h(2p) et 4/h(−2p), alors h(k) = 8 si et seulement si h(2p) = h(−2p) =
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4 et Q = 1 ou h(−2p) = 2h(2p) = 4 et Q = 2. A. Scholz a montre´ dans
[Sc-34] que les derniers conditions sont e´quivalentes a` (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1
ou bien (2
p
)4 = −(p2)4 = −1. Alors d’apre`s le The´ore`me pre´ce´dent, dans le
premier cas on a k
(1)
2 6= k(2)2 et dans le deuxie`me on a k(1)2 = k(2)2 . 
5. Les sous extensions de k
(1)
2 /k
Dans toute cette section on suppose que p est un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8 et (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1, alors Ck,2 = 〈σ, τ〉 ou` σ4 = τ 2 et
στ = τσ, car Ck,2 est de type (2, 4). Il est clair que Ck,2 admet trois sous
groupes d’indice 2 et trois sous groupes d’indice 4. Par la the´orie du corps de
classes, on sait que, chaque sous groupeH de Ck,2 correspond a` une extension
non ramifie´e K de k
(2)
2 telle que Ck,2/H ≃ Gal(K/k) et H = NK/k(CK,2).
La situation est sche´matise´e par le diagramme suivant :
k
(2)
2
OO
k
(1)
2
<<
②②
②②
②②
②②
② OO bb
❊❊
❊❊
❊❊
❊❊
❊
K1,4
bb
❋❋
❋❋
❋❋
❋❋
K3,4
<<
①①
①①
①①
①①
OO bb
❋❋
❋❋
❋❋
❋❋
K2,4
<<
①①
①①
①①
①①
K1,2
cc
●●
●●
●●
●●
●
K3,2
OO
K2,2
;;
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇
k
Diagramme 1.
Dans cette section on va essayer de construire les corps K1,2, K2,2, K3,2,
K1,4, K2,4, K3,4, et k
(1)
2 . Pour cela on aura besoins des deux re´sultats sui-
vants :
Remarque 3. Si on garde les notations pre´ce´dentes, alors
Gal(K1,4/Q(i)) ≃ Gal(K2,4/Q(i)) ≃ D3
De´monstration. Si on pose F = Q(i) et K le corps K1,4 ou K2,4, la Propo-
sition 1 implique que Gal(K1,4/Q(i)) ≃ Gal(K2,4/Q(i)) ≃ D3. 
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Lemme 3 ([Lm-94]). SoitK/F une extension biquadratique telle que Gal(K/F ) =
〈ρ, ϕ〉 ≃ Z/2Z × Z/2Z ; si on pose R = K(√µ). Alors R/F est normale si
et seulement si µ1−ρ est un carre´ dans K pour tout ρ ∈ G(K/F ). Dans
ce cas e´crivons µ1−ρ = α2ρ, µ
1−τ = α2ϕ et µ
1−ρϕ = α2ρϕ. Il est facile de
voir que α1+ρρ = ±1 pour tout ρ ∈ G(K/F ) ; on de´finit S(µ,K/F ) =
(α1+ρρ , α
1+ϕ
ϕ , α
1+ρϕ
ρϕ ). Alors a une permutation pre`s on a :
Gal(R/F ) ≃:


(2, 2, 2) ⇔ S(µ,K/F ) = (+1,+1,+1),
(2, 4) ⇔ S(µ,K/F ) = (−1,−1,+1),
D3 ⇔ S(µ,K/F ) = (−1,+1,+1),
Q3 ⇔ S(µ,K/F ) = (−1,−1,−1),
De plus R est cyclique sur le corps fixe´ par 〈ρ〉 si et seulement si α1+ρρ = −1,
et est de type (2, 2) dans le cas contraire.
The´ore`me 6. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1, k∗ = Q(√p,
√
2, i) le corps de genres de k
et K1,2, K2,2, K3,2, K1,4, K2,4, K3,4, les sous-extensions du diagramme 1.
Si on pose p = e2+16f 2 = x2+32y2 = c2−32d2, π1 = e+4fi, π2 = e−4fi,
π3 = x+ 4y
√−2 et π4 = c+ 4d
√
2 (c et d > 0). Alors
• K1,2 = k(√π1), K3,2 = k∗, K2,2 = k(√π2),
• K1,4 = k∗(√π3), K3,4 = k∗(√π1), K2,4 = k∗(√π4),
• k(1)2 = k∗(
√
π3,
√
π4).
De´monstration. Comme les premiers π1 et π2(resp. π3, π4 ) sont ramifie´es
dans k/Q(i) (resp. dans k∗/Q(
√
2, i), k/Q(
√
2)) et l’extension k∗/k est non
ramifie´e. Les ide´aux engendre´s par π1 et π2 (resp. π3 et π4) sont des carre´s
d’ide´aux de k (resp. k∗). Observons que e, x et c sont des nombres im-
pairs, donc e ≡ x ≡ c ≡ ±1 ≡ i2 mod 4, alors les e´quations πi ≡ ξ2
sont re´solubles. Le The´ore`me 1 implique que les extensions k(
√
π1), k(
√
π2),
k∗(
√
π3) et k
∗(
√
π4) sont des extensions diffe´rentes non ramifie´es de k. Sup-
posons que k(
√
π1) = k
∗(
√
π2), alors il existe un e´le´ment t tel que π1 = t
2π2,
ce qui implique que p = t2π22, et ce n’est pas le cas, car
√
p /∈ k. Comme
l’extension k∗/Q est normale et k(πi)/Q (i = 1, 2) n’est pas normale, donc
k(πi) 6= k∗. De la meˆme fac¸on on montre que k∗(
√
πi) 6= k∗(
√
π1) (i = 3, 4).
Puisque π4 > 0, alors le corps re´el maximal de k
∗(
√
π4) est Q(
√
2,
√
π4,
√
p)
et pour k∗(
√
π3) c’est Q(
√
2,
√
p), ainsi k∗(
√
π3) 6= k∗(
√
π4). Or il est facile
de ve´rifier que, S(π3,k
∗)/Q(i)) = S(π4,k∗)/Q(i)) = (−1,+1,+1), le Lemme
pre´ce´dent donne Gal(k∗(
√
π3))/Q(i)) ≃ Gal(k∗(
√
π4))/Q(i)) ≃ D3. Ce qui
ache`ve la preuve.
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
Remarque 4. On garde les notations pre´ce´dentes. Alors Les deux corps
K1,2 et K2,2 sont conjugue´s, en particulier h(K1,2) = h(K2,2).
6. le 2-nombre de classes de Q(
√
2,
√
π,
√
p, i)
Soit p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, alors il existe des entiers
c et d tels que p = c2− 32d2. Soient π = c+4d√2, L = Q(√2,√π,√p, i) et
h le 2- nombre de classes de Q(
√
2,
√−π) = Q(√−π). Dans cette section, on
va calculer h(L) le 2-nombre de classes de L et h. Soit E/F une extension de
corps de nombres tel que les anneaux des entiers de E et F sont principaux.
Notons [ ] (resp. ( )) le symbole de reste quadratique de E (resp. F ), NE/F
l’application norme de E/F et l (resp. p) un nombre premier de E (resp. F )
dont la norme absolue est impaire, vl la valuation l-adique et NE/F ((l)) =
(p)f . Nous avons alors :
Proposition 8. Pour tout tout e´le´ment a de F tel que vl(a) = 0, on a[
a
(l)
]
=
(
a
(p)
)f
.
De´monstration. Rappelons que le symbole de Hilbert sur E a la Proprie´te´
suivante : (
x, y
β
)
=
(
x, NE/F (y)
P
)
pour x ∈ F , y ∈ E et P un ide´al premier de F au-dessus de l’ide´al premier
β de E. Comme vl(a) = 0 et d’apre`s la Proposition 2, on a[
a
(l)
]
=
(
a, l
(l)
)
=
(
a, NE/F ((l))
(p)
)
=
(
a, pf
(p)
)
=
(
a, p
(p)
)f
=
(
a
(p)
)f
.

Avant de de´montrer le Lemme suivant, rappelons que Q(
√
2) admet deux
premiers infinis, P∞ et P ′∞. Si u un e´le´ment de Q(
√
2) nous notons u′ son
conjugue´ et s(u) = uu′|uu′|−1.
Lemme 4. On garde les notations pre´ce´dentes. Alors
(i)
(−π, ǫ0
(l)
)
=
(
−π, √2
(l)
)
= 1 pour tout nombre premier l de Q(
√
2)
diffe´rent de π et de
√
2.
(ii)
(−π, u
P∞
)
= s(u)
(−π, u
P ′∞
)
.
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(iii)
(−π, ǫ0
(π)
)
= −
(−π, ǫ0
(
√
2)
)
=
(
2
p
)
4
(p
2
)
4
.
(iv)
(
−π, 2 +√2
(π)
)
=
(
−π, 2 +√2
(
√
2)
)
=
(p
2
)
4
.
De´monstration. (i) e´vident, car vl(−π) = vl(ǫ0) = vl(
√
2) = 0.
(ii) Soit i1 :
√
2 7−→ √2 (resp. i2 :
√
2 7−→ −√2) le Q-plongement de
Q(
√
2) dans le Q(
√
2)P∞ = R (resp. Q(
√
2)P ′∞ = R) le comple´te´ de Q(
√
2)
pour la valeur absolue associe´e a` P∞ (resp. P ′∞), alors d’apre`s [Gr-03], on
a : (−π, u
P∞
)
=
{
i−11 ((−π, u)P∞) = i−11 (1) = 1, si u > 0 ;
i−11 ((−π, u)P∞) = i−11 (−1) = −1, si u < 0.(−π, u
P ′∞
)
=
{
i−12 ((−π′, u′)P ′∞) = i−12 (1) = 1, si u′ > 0 ;
i−12 ((−π′, u′)P ′∞) = i−12 (−1) = −1, si u′ < 0.
Car (v, u)R = −1 si et seulement si les deux nombres u et v sont ne´gatifs,
ou` (−π, u)P∞ (resp. (−π, u)P ′∞) est le symbole local de Hilbert de´finit sur
Q(
√
2)P∞ ×Q(
√
2)P∞ (resp. Q(
√
2)P ′∞ ×Q(
√
2)P ′∞). D’ou` le re´sultat.
(iii) Comme vl(−π) = 1 et vl(ǫ) = 0 et d’apre`s la Proposition 2, on a(−π, ǫ0
(l)
)
=
[
ǫ0
(π)
]
,
ou` [ ] est le symbole de reste quadratique sur Q(
√
2). Or ǫ0 = 1 +
√
2 et
π = c+ 4d
√
2, alors[
ǫ0
(π)
]
=
[
4d
(π)
][
4d+ 4
√
2d
(π)
]
=
[
4d
(π)
] [
4d− c + π
(π)
]
=
[
d
(π)
] [
4d− c
(π)
]
.
D’apre`s [Ka-76], The´ore`me 2, page 12 et la Proposition pre´ce´dente on a[
ǫ0
(π)
]
=
[
d
(p)
] [
4d− c
(p)
]
=
(
2
p
)
4
(p
2
)
4
.
Notons S l’ensemble des nombres premiers l de Q(
√
2) diffe´rents de π, de√
2, de P∞ et de P ′∞ les deux premiers infinis de Q(
√
2), alors d’apre`s, la
formule du produit pour le symbole de Hilbert, on a∏
l∈S
(−π, ǫ0
(l)
)(−π, ǫ0
P∞
)(−π, ǫ0
P ′∞
)(−π, ǫ0
(π)
)(−π, ǫ0
(
√
2)
)
= 1.
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Puisque s(ǫ0) = −1, alors
(−π, ǫ0
P∞
)
= −
(−π, ǫ0
P ′∞
)
. Il en re´sulte de (i) que
(−π, ǫ0
(π)
)
= −
(−π, ǫ0
(
√
2)
)
=
(
2
p
)
4
(p
2
)
4
.
(iv) De la meˆme fac¸on que dans (iii), on trouve le re´sultat annonce´. 
The´ore`me 7. Si on garde les notations et hypothe`ses pre´ce´dentes. Alors le
2-groupe de classes de Q(
√−π) est cyclique. De plus on a
h =


1 si (2
p
)4 = −(p2)4,
2 si (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1,
≥ 4 si (2
p
)4 = (
p
2
)4 = 1.
De´monstration. On a Q(
√−π) = Q(√2)(√−π). Le nombre de classes de
Q(
√
2) est e´gal a` 1, alors d’apre`s [Gr-73], le 2-rang du 2-groupe de classes
de Q(
√−π) est r2 = t − 1 − e, ou` t est le nombre des premiers de Q(
√
2)
qui sont ramifie´s dans Q(
√−π) et e est l’entiers naturel tel que 2e est le
l’indice du groupe engendre´ par les unite´s deQ(
√
2) qui sont des normes dans
Q(
√−π) dans le groupe des unite´ de Q(√2). Observons que c est un nombre
impair tel que −(c + 4d√2) = −π ≡ −(−1
c
) ≡ −(2
p
)4(
p
2
)4 mod 4 (voir
[Ka-76], The´ore`me 2, page 12) ; donc d’apre`s la Proposition 1.2 de [Gr-73],
page 11, Q(
√−π)/Q(√2) est non ramifie´ en √2 si et seulement si (2
p
)4 =
−(p
2
)4. De plus Q(
√
2) admet deux premiers infinis, P∞ et P ′∞, se ramifient
dans Q(
√−π)/Q(√2). Comme −π et −1 sont deux nombres ne´gatifs et
s(ǫ0) = −1, alors le (ii) du Lemme pre´ce´dent donne que
(−π,−1
P∞
)
= −1
et
(−π, ǫ0
P∞
)
= −
(−π, ǫ0
P ′∞
)
, alors nous avons toujours que e = 2, car −1
et ǫ0 ne sont pas des normes dans l’extension Q(
√−π)/Q(√2) (un e´le´ment
u de Q(
√
2) est norme dans cette extension si et seulement si la valeur du
symbole de Hilbert
(−π, u
(l)
)
= 1 pour tout ide´al premier (l) de Q(
√
2)). Si
(2
p
)4 = −(p2)4, alors e = 2 et t = 3, par suite h = 1. Supposons dans toute la
suite que (2
p
)4 = (
p
2
)4, on ve´rifie facilement que t = 4 et nous avons e = 2,
ce qui prouve que r2 = 1 et le 2-groupe de classes de Q(
√−π) est cyclique.
Soient r4 le 4-rang du 2-groupe de classes de Q(
√−π) et a l’ide´al premier
de Q(
√−π) tel que (√2) = a2, il est facile de voir que la classe de a dans
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Q(
√−π) est une classe ambigue non trivial et l’ide´al de Q(√2) engendre´
par
√
2 est engendre´ aussi par (2 +
√
2) car −√2 = (2 + √2)(1 − √2) =
(2+
√
2)ǫ−10 . D’apre`s la the´orie du genres, r4 ≥ 1 si (2+
√
2) est norme dans
l’extension Q(
√−π)/Q(√2), ainsi le (iv) du Lemme pre´ce´dent entraˆıne que
r4 ≥ 1 si et seulement si (2p)4 = (p2)4 = 1. D’ou` le re´sultat e´nonce´. 
Rappelons qu’une extension CM est une extension quadratique totalement
imaginaire d’un corps de nombres totalement re´el. Soit K/k une extension
CM, alors l’indice des unite´s de Hasse est de´fini par QK = [EK : WKEk] ou`
WK est le groupe des racines de l’unite´ contenues dans K, EK (resp. Ek) le
groupe des unite´s de K (resp. k) et on note par ωK le cardinal de WK . Il
est a` noter que QK = 1 ou 2 (voir [Ha-85]). Dans le Lemme suivant on va
calculer l’indice des unite´s de Hasse de M = Q(
√
2,
√−π,√p), L = M(i) et
k∗ le corps de genres de k = Q(
√
2p, i).
Lemme 5. Si on garde les notations et hypothe`ses pre´ce´dentes. Alors
QM = Qk∗ = QL = 1,
De´monstration. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8, F =
Q(
√
p,
√
2) et ǫ1 (resp. ǫ2, ǫ3) l’unite´ fondamentale de Q(
√
p) (resp. Q(
√
2),
Q(
√
2p)). Alors {√ǫ1ǫ2ǫ3, ǫ2, ǫ3} ou {ǫ1, ǫ2,√ǫ3} est un SFU de F suivant
que ǫ3 est de norme -1 ou 1. Si ǫ3 est de norme -1, alors d’apre`s [Az-99],
{√ǫ1ǫ2ǫ3, ǫ2, ǫ3} est un SFU de M si et seulement s’il n’existe pas d’entiers
α, β, γ ∈ {0, 1} qui ne sont pas tous nuls et tels que π√ǫ1ǫ2ǫ3αǫβ2 ǫγ3 est un
carre´ dans F. Supposons que π
√
ǫ1ǫ2ǫ3
αǫβ2 ǫ
γ
3 est un carre´ dans F. Comme π
(resp. ǫ1, ǫ2) est de norme p (resp. -1) dans F/Q(
√
2p), alors pǫα3 (−1)βǫ2γ3 est
un carre´ dans Q(
√
2p), ce qui implique que p est un carre´ dans Q(
√
2p) ou
bien pǫ3 est un carre´ dans Q(
√
2p) et ce n’est pas le cas. Si ǫ3 est de norme 1
on reprend la meˆme de´monstration, et on trouve des contradictions. Il reste
de prouver que Qk∗ = QL = 1, le The´ore`me 3 implique que Qk∗ = 1. On en
de´duit, avec le Lemme 25 de [Ok-01] que QL = 1. 
The´ore`me 8. Soient L = Q(
√
2,
√
π,
√
p, i) avec p = c2 − 32d2 un nombre
premier tels que p ≡ 1 mod 8, π = c+4d√2 (c, d > 0) et h le 2-nombre de
classes de Q(
√−π). Alors
h(L) =
{
(h
2
)
2
.h(k
∗)
2
si (2
p
)4 = (
p
2
)4 = 1,
h(k∗)
2
sinon.
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De´monstration. Notons que L/F est une extension normale de type (2, 2)
qui ve´rifie les hypothe`ses de la Proposition 2 de [Lm-95]. Il en re´sulte que
h(L) =
QL
QMQk∗
ωL
ωMωk∗
h(M)h(k∗)h(N)
h(F)2
,
avec M = Q(
√
p,
√−π), N = Q(√p,√π), k∗ = Q(√2,√p, i) le corps de
genres de k = Q(
√
2p, i) et F = Q(
√
2,
√
p). Lorsque (2
p
)4 = −(p2)4, on a vu
aux sections 4 et 5 que la suite des 2-corps de classes de k de Hilbert s’arreˆte
en k
(1)
2 et L est une extension quadratique non ramifie´e de k
∗, par suite on
a
h(L) =
h(k∗)
2
.
Si (2
p
)4 = (
p
2
)4, alors (
2
p
)4(
p
2
)4 = (
−1
c
) = 1 (voir [Ka-76]). Dans ce cas, c ≡ 1
mod 4, ainsi π ≡ 1 mod 4. Sous ces conditions, le The´ore`me 1 implique que
N = F(
√
π) est une extension quadratique non ramifie´e, et donc puisque le
groupe de classes de F est cyclique (voir [Az-Mo-01]) on a
h(N) =
h(F)
2
. (6.1)
Maintenant, remarquons queM/Q(
√
2) est une extension normale de type
(2, 2), nous pouvons alors appliquer la formule de Kuroda (Proposition 3)
et on a
h(M) =
qhh′h(F)
2h(Q(
√
2))2
,
avec q = [EM : EE
′EF], h (resp. h′) le 2-nombre de classes de Q(
√−π)
(resp. Q(
√−π′)), π′ = c − 4d√2 et E (resp. E ′) le groupe des unite´s de
Q(
√−π) (resp. Q(√−π′)). Comme Q(√−π) et Q(√−π′)) sont deux corps
de nombres conjugue´s, alors h = h′ et le Lemme pre´ce´dent implique que
[EM : EF] = 1.
Il est clair que Q(
√−π) et Q(√−π′) sont des extensions CM, tel que
leurs indices des unite´s sont e´gaux a` 1 (Il suffit de remarquer que −πǫ0 n’est
jamais un carre´ dans Q(
√
2) ou` ǫ0 est l’unite´ fondamentale de Q(
√
2)), par
suite E et E ′ qui sont engendre´s par -1 et ǫ0 et inclus dans EF c’est-a`-dire
q = [EM : EE
′EF] = [EM : EF] = 1. Ainsi
h(M) =
1
2
h2h(F). (6.2)
Compte tenu du Lemme pre´ce´dent on a
QL
QMQk∗
ωL
ωMωk∗
=
1
1.1
8
2.8
=
1
2
. (6.3)
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Les re´sultats (6.1), (6.2) et (6.3) implique que h(L) = (h
2
)
2
.h(k
∗)
2
. Les
re´sultats du The´ore`me 7 ache`vent la preuve. 
7. Structure de G = Gal(k
(2)
2 /k) et de C2,k
The´ore`me 9. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que p ≡ 1
mod 8, k∗ = Q(
√
2,
√
p, i) le corps de genres de k et Ck∗,2 le 2-groupe de
classes de k∗. Alors le rang de Ck∗,2 = 2 ou 3. De plus le rang de Ck∗,2 = 3
si et seulement si (2
p
)4 = (
p
2
)4 = 1.
De´monstration. Notons F le corps Q(
√
2, i) = Q(ζ8), Am(k
∗/F ) le groupe
de classes ambigues dans k∗/F et r le rang de Ck∗,2. Il est bien connu que le
groupe des unite´s de F est engendre´ par ǫ0 = 1 +
√
2 l’unite´ fondamentale
de Q(
√
2) et ζ8 la racine 8-ie`me de l’unite´, de plus le nombre de classes de F
est e´gal a` 1. Alors la formule de genres donne le nombre des classes ambigues
dans k∗/F :
|Am(k∗/F )| = 2
3
[EF : EF ∩ Nk∗/F (k∗)] = 2
r,
car il existe quatre ide´aux premiers de F qui se ramifient dans k∗, ces ide´aux
sont au-dessus de p. Comme F est imaginaire, k∗ = F (
√
p) et grace a` la
formule de produit pour le symbole de Hilbert
(•, •
β
)
; le the´ore`me de Hasse
entraˆıne qu’une unite´ ǫ de F est une norme si et seulement si (p, ǫ)β = 1
pour tout ide´al premier de F qui n’est pas au-dessus de 2. En utilisant
les proprie´te´s du symbole de Hilbert et le meˆme raisonnement que dans le
Lemme 4 on trouve que
(
p, ǫ
β
)
=


1 si β n’est pas au-dessus de p,
(p
2
)4 si β au-dessus de p et ǫ = ζ8,
(p
2
)4(
2
p
)4 si β au-dessus de p et ǫ = ǫ0,
(2
p
)4 si β au-dessus de p et ǫ = ǫ0ζ8.
En particulier
EF ∩ Nk∗/F (k∗) =


〈ζ8, ǫ0〉 si (2p)4 = (p2)4 = 1,
〈i, ǫ0〉 si (2p)4 = (p2)4 = −1,
〈ζ8, ǫ20〉 si (2p)4 = −(p2)4 = −1,
〈i, ǫ0ζ8〉 si (2p)4 = −(p2)4 = 1.
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Enfin
|Am(k∗/F )| =
{
23 si (2
p
)4 = (
p
2
)4 = 1,
22 sinon.
D’ou` le re´sultat. 
Remarque 5. Soient p un nombre premier tel que p ≡ 1 mod 8 et k∗ le
corps de genres de k = Q(
√
2p, i). Alors on a les de´compositions suivantes :
(p) = (ππ′) dans Q(
√
2),
(π) = (π1π2) et (π
′) = (π3π4) dans Q(ζ8),
(πi) = G2i dans k∗,
(p) = β2 dans Q(
√
2p),
β = P1P2 dans Q(
√
2,
√
p),
P1 = G1G2 dans k∗,
(π) = P21 dans Q(
√
2,
√
p).
The´ore`me 10. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1, k∗ = Q(
√
2,
√
p, i) le corps de genres de k
et Ck∗,2 le 2-groupe de classes de k
∗. Alors le 4-rang de Ck∗,2 = 1 .
De´monstration. D’apre`s le The´ore`me pre´ce´dent, la condition (2
p
)4 = (
p
2
)4 =
−1 entraˆıne que le rang de Ck∗,2 est e´gal a` 2 ou encore il y a exactement 4
classes ambigues dans k∗/Q(ζ8).
Il est a` noter que, si E/F est une extension quadratique de corps de
nombres telle que le nombre de classes de F est impair et il existe exactement
2r classes ambigues qui sont des carre´s, alors le 4-rang de CE est e´gal a` r.
Comme le 2-nombre de classes de k∗ est e´gal a` 2h(−p) et est divisible par
16, alors le 4-rang de Ck∗,2 = 1 ou 2. Il reste de trouver la classe ambigue
non triviale de Ck∗,2 qui n’est pas un carre´.
Nous reprenons les notations de la remarque pre´ce´dente. Alors l’ide´al β
est non principal car sinon pǫ est un carre´ dans Q(
√
2p) ou` ǫ est l’unite´
fondamentale de Q(
√
2p), ce qui implique que ǫ est un carre´ dans Q(
√
2,
√
p)
c’est-a`-dire que ǫ est de norme 1 (voir remarque 2). Mais puisque (2
p
)4 =
(p
2
)4 = −1, ǫ est de norme −1, ainsi on obtient une contradiction. Or la
relation NQ(√2,√p)/Q(√2p)(P1) = β implique que P1 est non principal par
suite la classe de P1 est d’ordre 2. De meˆme on a Nk∗/Q(√2,√p)(G1) = P1 et
G1 est non principal dans k∗, alors la classe [G1] est ambigue non triviale
dans k∗/Q(ζ8) car (π1) = G21 . Rappelons que puisque (2p)4 = (p2)4 = −1,
alors le nombre de classes de Q(
√
2,
√
p) est e´gal a` 2, ce qui prouve que la
classe [P1] = Nk∗/Q(√2√p)([G1]) engendre le groupe de classes de Q(
√
2,
√
p),
ainsi la classe [G1] n’est pas un carre´ dans Ck∗,2. D’ou` le re´sultat e´nonce´. 
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Lemme 6. Soit L/k une extension quadratique non ramifie´e telle que la
suite des 2-corps de Hilbert de k s’arreˆte en k
(1)
2 . Alors NL/k(CL,2) ≃ CL,2.
De´monstration. Montrons que l’homomorphisme suivant est injectif
CL,2 −→ Ck,2
c 7−→ NL/k(c)
Comme L est une extension non ramifie´e de k, alors d’apre`s la the´orie du
corps de classes on a
[Ck,2 : NL/k(CL,2)] = [L : k] = 2,
ce qui implique que
|NL/k(CL,2)| = h(k)
2
.
Puisque que la suite des 2-corps de Hilbert de k s’arreˆte en k
(1)
2 et que L est
une extension quadratique non ramifie´e de k, alors
h(L) =
h(k)
2
.
Ce qui prouve que h(L) = |NL/k(CL,2)|, par suite NL/k est injectif et
NL/k(CL,2) ≃ CL,2.

The´ore`me 11. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p = c2−32d2 un nombre premier
tel que p ≡ 1 mod 8, π = c + 4d√2 > 0, (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1, k(1)2 le 2-corps
de classes de Hilbert de k, k
(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de k
(1)
2 et
G = Gal(k
(2)
2 /k). Alors G est me´tacyclique non-modulaire et la suite des 2-
corps de classes de Hilbert de k (resp. k∗) s’arreˆte en k(2)2 (resp. k
∗(1)
2 = k
(2)
2 ).
De´monstration. Compte tenu des The´ore`mes 9 et 10, on peut conclure que le
2-groupe de classes de k∗ est de type (2, 2m), alors k∗ admet trois extensions
quadratiques non ramifie´es. Le diagramme 1 et le The´ore`me 6, montrent
que ces trois extensions non ramifie´es sont : K1,4, K2,4 et K3,4 et on a donc,
d’apre`s le The´ore`me 8, h(K2,4) =
h(k∗)
2
= h(−p). Dans ce cas, la Proposition
7 implique que la suite des 2-corps de classes de Hilbert de k∗ s’arreˆte en
k∗(1)2 . Par ailleurs, il de´coule du lemme pre´ce´dent que NMi/k(CMi,2) ≃ CMi,2,
ou`Mi = Ki,4. La the´orie du corps de classes nous donne queNMi/k(CMi,2) est
cyclique pour deux indice i. On en de´duit, queMi et k
(1)
2 ont le meˆme 2-corps
de classes de Hilbert k
(2)
2 , donc G
′ est d’ordre h(−p)/2 ≥ 4. Par suite k∗(1)2 =
k
(2)
2 et G est non-modulaire. Soit i tel que Mi/k est cyclique, alors H =
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Gal(k
(2)
2 /Mi) est un sous-groupe cyclique normal de G = Gal(k
(2)
2 /k) tel que
G/H ≃ Gal(Mi/k). Alors G est un groupe me´tacyclique non-modulaire, ce
qui entraˆıne que G′ est cyclique, par conse´quent k(2)2 = k
(3)
2 . 
Lemme 7. Soit L/k une extension quadratique ramifie´e. Alors l’homomor-
phisme suivant est surjectif
CL,2 −→ Ck,2
c 7−→ NL/k(c)
De´monstration. Comme L/k est ramifie´e, la the´orie du corps de classes im-
plique que
[Ck,2 : NL/k(CL,2)] < [L : k] = 2.
Autrement dit NL/k est surjective. 
Proposition 9. Soient d un entier naturel sans facteurs carre´s, k = Q(
√
2d, i),
ǫ l’unite´ fondamentale de k et H l’ide´al premier au-dessus de 1+i dans k. Si
l’indice des unite´s de k est e´gal a` 1, alors la classe de H dans k est d’ordre
2. De plus la classe H capitule dans k(√2).
De´monstration. meˆme de´monstration qui se trouve dans [Az-00]. 
The´ore`me 12. Soient k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que
p ≡ 1 mod 8, (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1, Ck,2 le 2-groupe de classes de k et H l’ide´al
premier au-dessus de 1 + i dans k. Alors Ck,2 = 〈σ, τ〉 tel que σ2 = [H], la
classe de H dans k et Nk/Q(√2p)(τ) = 1.
De´monstration. Comme (2
p
)4 = (
p
2
)4 = −1, alors le 2-groupe de classes de
Q(
√
2p) est cyclique d’ordre 4, engendre´ par une classe c et
Ck,2 = 〈σ, τ〉 tel que σ4 = τ 2 = 1 et στ = τσ. (7.1)
On note κ le noyau de l’homomorphismeNk/Q(√2p), d’apre`s le Lemme pre´ce´dent
on a
Ck,2/κ ≃< c >≃ Z/4Z. (7.2)
Soit β l’ide´al premier de Q(
√
2p) au-dessus de 2, alors on a
2 = β2 dans Q(
√
2p), β = H2 dans k et Nk/Q(√2p)([H]) = [β].
Par suite la classe de β est d’ordre 2 dans Q(
√
2p) (car l’unite´ fondamentale
de Q(
√
2p) est de norme -1). Ce qui implique que [β] = c2, en particulier
Nk/Q(√2p)([H]) = c2. (7.3)
Les re´sultats (7.1), (7.2) et (7.3), permettent de conclure le The´ore`me e´nonce´.

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8. Preuve du the´ore`me principal
Reprenons la situation et les notations de la section 5, alors le groupe
G = Gal(k
(2)
2 /k) est me´tacyclique et non-modulaire. Donnons maintenant
une de´monstration du The´ore`me principal, pour cela nous avons besoin du
Lemme suivant :
Lemme 8. Soit k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que (2
p
)4 =
(p
2
)4 = −1. Si on suppose que G = 〈a, b〉 = Gal(k(2)2 /k) tel que a2 ≡ b4 ≡ 1
mod G′, alors ab2 = b2a.
De´monstration. Nous avons vu que la suite des 2-corps de classes de k∗
s’arreˆte en k∗(1)2 = k
(2)
2 , alors le groupe Gal(k
(2)
2 /k
∗) = H3,2 = 〈a, b2, G′〉 est
abe´lien, ce qui implique que ab2 = b2a. 
Preuve du the´ore`me principal. Montrons que la classe [Hi] de Hi est d’ordre
2. Comme πi se ramifie dans k/Q(i) et p se ramifie dans Q(
√
2p), alors il
existe un ide´al Hi de k tel que H2i = (πi) et un ide´al β de Q(
√
2p) tel que
β2 = (p). On suppose que Hi = (y) pour un certain y de k. On a donc,
en prenant la norme, Nk/Q(√2p)(Hi) = (x) pour un certain x de Q(
√
2p) et
β2 = (x2) = (p). Ce qui est e´quivalent a` l’existence d’une unite´ ǫ de Q(
√
2p)
telle que pǫ = x2, alors ǫ est e´gal a` ±ǫ2p ou` ǫ2p est l’unite´ fondamentale de
Q(
√
2p) ou bien ±1, ce qui montre que la norme de ǫ2p est positive ou bien
p est un carre´ dans Q(
√
2p), alors on a une contradiction, puisque la norme
de ǫ2p vaut -1 et
√
p /∈ Q(√2p). Il s’ensuit que la classe de Hi est d’ordre 2.
Montrons que Hi et H repre´sentent la meˆme classe dans k. Rappelons
que si L/M est une extension cyclique, on de´signe par Am(L/M) le groupe
de classes ambigues et par Amf (L/M) celui des classes fortement ambigues.
Alors on a
|Am(L/M)| = |Amf (L/M)|[EM ∩ NL/M(L×) : NL/M(EL)],
ou` EL (resp. EM) est le groupe des unite´s de L (resp M). Dans notre cas
le 2-groupe de classes de k est de type (2, 4), donc |Am(k/Q(i))| = 4. On
a aussi Ek est engendre´ par ǫ2p et i, or i est norme dans k/Q(i), par suite
|Amf(k/Q(i))| = 2, c’est-a`-dire qu’il existe une seule classe de k d’ordre 2,
fortement ambigue. Comme (πi) = H2i et (1 + i) = H2, alors les classes de
Hi et H sont fortement ambigues. Finalement on a [H1] = [H2] = [H].
Montrons que G = Gal(k
(2)
2 /k) = 〈a, b〉 est un groupe me´tacyclique non-
modulaire ou` a2
n
= b4 = 1 et b−1ab = a−1+k2
s
tels que 1 < s < α, k
un nombre impair. On sait, d’apre`s la Proposition 9 que la classe de H est
d’ordre 2 et capitule dans k∗ = K3,2. Or, on a vu, (voir The´ore`me 4) qu’il y a
exactement deux classes qui capitulent dans k∗, donc kerjk→k∗ = [H] = σ2.
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Par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, on trouve que kerVG→H3,2 = b
2G′. D’apre`s la
Proposition 6 et le Lemme pre´ce´dent, on a VG→H3,2(b
2G′) = b−1b2bb2H
′
3,2 =
b4 = 1, ce qui se produit seulement si G est un groupe me´tacyclique non-
modulaire de type 1 ou 3 (voir 4). Supposons que G est de type 1, donc
b−1ab = a−1. D’apre`s la proposition 6, VG→H3,2(aG
′) = b−1aba = a−1a = 1,
ce qui implique qu’il y a exactement quatre classes qui capitulent dans k∗ ; ce
qui n’est pas notre cas. On a donc G est de type 3 c’est-a`-dire G = 〈a, b〉 ou`
a2
α
= 1, b4 = 1, b−1ab = a−1+k2
s
tels que 1 < s < α, k un nombre impair et G
est d’ordre 2α+2. Or, on sait, d’apre`s le The´ore`me 11 que la suite des 2-corps
de classes de k∗ s’arreˆte en k∗(1)2 = k
(2)
2 , alors Gal(k
∗(1)
2 /k
∗) = Gal(k(2)2 /k
∗).
De plus on a h(k∗) = 2.h(−p) = 2.2n, par conse´quent l’ordre de G est e´gal
a` 2n+2 et α = n.
Montrons que seules la classe de H est son carre´ capitulent dans cha-
cune des trois extensions quadratiques non ramifie´es de k. On a vu que
la classe de H est son carre´ capitulent dans k∗. Calculons VG→H1,2(aG′),
VG→H1,2(b
2G′),VG→H2,2(aG
′) et VG→H2,2(b
2G′). Remarquons d’abord queH1,2 =
〈b, G′〉 = 〈b, a2〉, donc le groupe des commutateurs H ′1,2 = 〈a−2b−1a2b〉.
Comme b−1ab = a−1+k2
s
, alors
H
′
1,2 = 〈a−2a−2+k2
s+1〉 = 〈a−2+k2s〉2 = 〈a−1b−1ab〉2 = G′2 = 〈a4〉.
De la meˆme fac¸on, on trouve que H
′
2,2 = 〈a4〉. Les re´sultats de la Propo-
sition 6 et le Lemme pre´ce´dent montrent que
VG→H1,2(b
2G′) = a−1b2ab2H
′
1,2 = a
−1ab2b2H
′
1,2 = b
4H
′
1,2 = H
′
1,2 = 1,
avec le meˆme raisonnement pre´ce´dent, on montre les re´sultats suivants
VG→H1,2(aG
′) = a2H
′
1,2 = VG→H2,2(aG
′) et VG→H2,2(b
2G′) = H
′
2,2 = 1.
Puisque a2 /∈ H ′1,2 et H ′2,2, par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, on trouve que
seules la classe de H est son carre´ capitulent dans K1,2/k et dans K2,2/k.
Montrons que les huit classes de Ck,2 capitulent dans les trois extensions
abe´liennes non ramifie´es de degre´ 4 de k. On peut comme pre´ce´demment
montrer que VG→H1,4(aG
′) = VG→H2,4(aG
′) = VG→H3,4(aG
′) = ak2
s+1
et
VG→H1,4(bG
′) = VG→H2,4(bG
′) = VG→H3,4(bG
′) = b4. Soient F le corps de
genres de k/Q(i) et Am(k/Q(i)) le sous-groupe des classes ambigues dans
k/Q(i)) de Ck,2. Comme le nombre de classes de Q(i) est e´gal a` 1, alors,
d’apre`s la the´orie du genres, on a
Am(k/Q(i)) ≃ Gal(F/k) ≃ Ck,2/(Ck,2)2 ≃ Z/2Z× Z/2Z,
en particulier Am(k/Q(i)) = 〈σ2, τ〉 et F = K3,4 (car K3,4 est la seule
extension abe´lienne non ramifie´e de type (2, 2) sur k). Comme 〈σ2, τ〉 ≃
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〈b2G′, aG′〉, alors d’apre`s F. Terada, toute les classes ambigues de k relati-
vement a` Q(i) capitulent dans K3,4 (voir par exemple [Su-91]). Par suite
on a 〈b2G′, aG′〉 ⊂ kerVG→H3,4. Les re´sultats pre´ce´dents impliquent que
ak2
s+1
= 1, par conse´quent 2n divise k2s+1. Puisque k est un nombre im-
pair et a d’ordre 2n , on trouve que 2n divise 2s+1 et n ≤ s + 1, or on a
s ≤ n− 1, ce qui prouve que s = n− 1 et ak2s+1 = ak2n = b4 = 1, ainsi
VG→H1,4(G/G
′) = VG→H2,4(G/G
′) = VG→H3,4(G/G
′) = 1.
Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me principal . 
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